Capitulo 4

Funcoes de duas variaveis

4.1 Funcoes de varias variaveis - Definicao e exemplos

Definigao 1: Chamamos de fungao real com n varidveis a uma funcao do tipo
f:D—=RcomDCR"=Rx---xR.

Ou seja, uma funcdo cujo dominio D (ou D(f)) é um subconjunto de R™ e seu contra-

dominio é R.

Exemplo:

1. f:R* =R, (z,y) — 2z + 3y

D =R, ¢ uma fungao real de duas variaveis (¢ também uma funcao linear).

2. f:R¥ =R, (z,y,2) — 2> +3y+2

D =R3, é uma fungao real de trés variaveis (¢ também uma fungio polinomial)
2z
xr2 + y2 + 22

D =R3-{(0,0,0)} C R3¢ uma funcao real de trés varidveis (¢ também uma fungao

3. f:R*—{(0,0,0)} - R, (z,y,2) —

racional, isto é, quociente de duas fungdes polinomiais).
Usamos, também, a notagao ( mais resumida) para representar fungoes reais de n variaveis;
y=flz1, - an)

Neste caso D(f) é o conjunto D(f) = {(z1, -+ ,z,) € R™; f(z1, -+ ,2,) € R}
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4.2 Dominio - Representacao Grafica

Exemplo : Determine e represente geometricamente os dominios das fungoes

1. f(z,y) =322 +1
D(f)=R?

2 _
2. f(z,y) S

IR

Representacao grafica

Y

Figura 1

2?2 4+ y? + 1 = 0, nao tem solugao, logo D(f) = R.

Representagao grafica: Figura 1

3% +y

3. flz,y) = e

22+ 4?2 =0. Como 22 > 0 e y*> > 0 entao

P24+ =022=0ey?=0

Sr=0cy=0.

Logo D(f) =R?*— {(0,0)}.

1’3

4 flay) = —

D(f) = {(z,y) e R*z —y # 0},

ou seja, todo o plano exceto a 1* bissetriz.

Representacao grafica

Y

Representacao grafica

Yy /
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5 f(x,y) =

20 +y
2 —

y
D(f) ={(z,y) e R%2* > y}

. flz,y) =In (g:@

D(f) = {(a) e B% T2 > 0]

equivalenteaz —y >0ey—1>0

ourz—y<0ouy—1<O0.

. f(x,y) = arcsec(z® + y?)

D(f) = {(z,y) e R}z’ +y* < —louz®+y* > 1},
ou melhor, como z? + y* < —1 nao ocorre para
nenhum (z,y) € R?,

D(f) = {(z,y) e R*2* +y* > 1}.

2
. f(z,y) = arccos <x2 + Z)
2

D(f) = {(r,y) € B% ~1 <2+ % <1}, ou

2
melhor, como —1 < 22 4 yz para todo (z,y) € R?

2

Yy

D() ={(w.y) e B 2+ L < 1)

Representagao gréfica

Representagao grafica

y S
//ﬂﬁ’
y=1] 2
,/
/*O X

Representagao gréfica

-
\_

Representagao grafica
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4.3 Construcao de graficos e curvas de nivel

Grafico

Defini¢ao: Dado uma func¢ao f : D — B seu grafico é o conjunto {(a, f(a);a € D}.
No caso de funcoes reais de uma variavel temos:

f:D—R; DCR seu grafico é uma curva do R

Para uma fun¢ao de duas variaveis

f:D—R, DcCR?

(z,y) — f(z,y)

O grafico da funcao f é uma superficie de R3.

Exemplo: A esfera 2% 4 y? + 22 = 1 é uma superficie de R? que nao é grafico de funcao

z = f(z,y).

Da equacao da esfera tem-se,

z =41 —a%2—y?

Sejam as fungoes f(z,y) = V1—22—19y? e
9(z,y) = —v1 -7 —y?
D(f) = D(g) ={(z,y) € R*2* +y* < 1}

(O circulo 22 + y* = 1 e seu interior)

O grafico de f é a semi-esfera superior (z > 0)

e o grafico de g ¢ a semi-esfera inferior (z < 0).
Curvas de nivel

Um recurso auxiliar para esbogar graficos sao as curvas de nivel da fungao.

Defini¢ao: Dados uma fungao z = f(z,y) e k € R, a curva de nivel de f em z =k é o
conjunto {(z,y) € R% f(z,y) = k}. Ou seja, é o conjunto dos elementos do dominio de
f que possuem imagens igual a k. E também a interseccdo do grafico de f com o plano

(paralelo a XOY ) de equagao z = k
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Exemplo 1: Determine e esboce a curva de nivel de f(z,y) = Y em z = 2.
x

Representagao grafica
A curva de nivel é o conjunto dos pontos (z,y) € R? y
que satisfazem a

9-Y < y = 2x com x # 0. Ou seja, trata-se da reta
x

de equagao y = 2z exceto o ponto (0,0)

Exemplo 2: Dada a fungao
x

f(fl’,y):?ﬂi_l

determine e represente seu dominio e as suas curvas de nivel.

Representagao grafica

D(f) ={(z,y) € R? y # —1 ey # 1} (ou seja, todo

o plano exceto as retas y =1 e y = —1).

Curvas de nivel

x
Seja a equagao {= k que é equivalente a x = k(y> — 1) com y # 1 ey # —1.

Y2
Para k # 0, temos a parabola r = k(y? — 1) com excegao dos pontos (0,—1) e (0, 1)
Para k = 0 temos = 0 com y # 1 e y # —1, ou seja, o eixo OY exceto os pontos

(0,1) e (0, 1).

Representagao grafica

1 0N 1 0N
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Exemplo 3:

I) Determine e represente graficamente.
i) Dominio de f.
ii) Curvas de nivel.

iii) Interse¢oes com os planos coordenados.
IT) Esboce o grafico de f usando os itens de I).
Exemplo 3.1 f(z,y) = 2% + ¢*

Representagao gréfica
Y

i) D(f) =R?

Figura 1
ii) Curvas de nivel

Seja a equacao z2 + y? = k. Como 22 > 0 e y?> > 0 entao
— se k < 0 a equagao nao tem solugao. Ou seja, para qualquer k£ < 0 (abaixo do
plano XOY) a curva de nivel correspondente é o (.

— Fazendo k = 0 (interseccio com o plano XOY), a equagao x2 + y* = 0 tem

solu¢do x =0 e y = 0. A curva de nivel em z =0 ¢ (0,0).

— Fazendo k > 0, a equacao z2 + y? = k pode ser escrita como
22 +y? = (Vk)?

Portanto para qualquer k£ > 0 a curva de nivel correspondente ¢ um circulo de

raio vk e centro na origem do R2.
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Representagao grafica das curvas de nivel

Y

k>0

Como todas as curvas de nivel sao circulos com centros em (0,0) conclui-

mos que o grafico de f(z,y) &€ uma superficie de revolugao em torno de

0Z.
iii) Interse¢oes com os planos coordenados.

— N XOY : Ja foi obtido, corresponde a curva no nivel z = 0.

— NXOZ : Fazendo y = 0 na equacio z = 22 + y2. obtém-se z = 22, equacao de

uma parabola

— NYOZ : Fazendo x = 0 na equacdo z = x> + y2. obtém-se z = y?, a parabola

obtida em XOZ.
Concluimos que o grafico é um paraboldide de revolugao

IT) Grafico de f

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso 46



Exemplo 1.2 f(z,y) = 1 — 3>

i) D(f) =R?
Representagao grafica de D(f) : Figura 1

ii) Curvas de nivel

Seja a equacao 1 — y? = k. Extraindo o valor de y temos y = £v/1 — k

— Logo, para k > 1 (isto ¢, 1 — k < 0 ) a curva de nivel correspondente é o vazio.
— Para k=1 temos y = 0 e z é qualquer. Entao a curva de nivel é o eixo OX.

— Para k < 1,y assume os dois valores de (%) e x é qualquer. Entao a curva de

nivel é constituida das duas retas paralelas a OX,y = —V/1—key=+v1—k.

Representagao grafica das curvas de nivel

Y

iii) Intersecgbes com os eixos coordenados
—NXOY :2=0=1—-93*=0=y = %1. Ou seja, as duas retas y = 1 e
y=—1.
~NXO0Z:y=0=1-02=2= z=1. Ouseja, areta z = 1.
— NYOZ:2=0=1—y? = 2. Neste caso, no plano YOZ, temos uma parabola.
IT) Gréafico: Trata-se de uma superficie cilindrica de geratrizes paralelas ao eixo OX

tal que a pardbola do plano YOZ de equagio z = 1 — y? é uma diretriz (é o que

acontece com fungdes que independem de uma das variaveis = ou y )
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Exemplo 1.3 f(z,y) = y* — 2*

i) D(f) = 2

Representagao grafica : Figura 1

ii) Curvas de nivel
Seja a equagao y? — 2% = k.(*)
— Se k = 0, temos 22 = ¢?

bissetrizes.

— Se k > 0, podemos escrever a equagao () como

Neste caso temos uma hipérbole com focos sobre o eixo OY

— Se k < 0 entdo —k > 0, podemos escrever a equacao (*) como

Neste caso temos também uma hipérbole com focos sobre o eixo OX

= T =y oux = —y, ou seja, as retas 1* e 22
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Representagao grafica das curvas de nivel

V—k vV—k 7

/N

iii) Intersecgbes com os planos coordenados

— NXOY : Ja foi obtido, corresponde & curva no nivel z = 0.

— NXOZ : Fazendo y = 0 na equacio z = y? — 2%, obtém-se z = —22, equacio

de uma parabola

— NYOZ : Fazendo z = 0 na equacao z = y? — 2. obtém-se z = 32, equacao de

uma parabola

IT) Grafico: Trata-se do paraboloide hiperbélico

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso 49



Representagao grafica

Y

Figura 1

ii) Curvas de nivel

Seja a equagao
x? x?
In (= + 2)@—+ 2=k
(9 Y 9 Y

Como e ¢ maior que zero para todo k, entdo a curva de nivel em z = k é a elipse
de equagao
72 y?
+ =1
(3ek/2)2 T (ek/2)?

cujo semi-eixo no eixo OX ¢é sempre trés vezes maior que e o semi-eixo no eixo OY.
Representagao grafica

(Ou seja, "quase"uma superficie de revolugao)
iii) Intersecgdes com os planos coordenados

— NXOY : Significa a curva de nivel em z = 0, ou seja a elipse de equagao

Representagao grafica: Veja figura anterior

2
— NXOZ : Fazendo y = 0 na equagao z = In <% +y2> =1
2

obtém-se z = In <%> =2ln |z —1In9

Representagao gréfica
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2
— NYOZ : Fazendo x = 0 na equagao z = In <% + y2> =1

obtém-se 2z = In (y?) = 2In |y

Representagao grafica

IT) Grafico

OBS: Dada a fungao z = f(x1,- - ,z,) a superficie de nivel de f em z = k ¢é definida de

modo analogo as curvas de nivel para n = 2.

Exemplo : Determine e represente graficamente as superficies de nivel da fungao
flz,y,2) = 2>+ y* + 22
Seja a equacao

Ay P =k

e Se k£ > 0 entao temos

2+t + 2 = (Vi)
a equacio de uma esfera de centro em (0,0,0) e raio V/k.
e Se k =0 entdo temos o ponto (0,0,0).

e Para Se k < 0 a superficie de nivel é o vazio.

Representagao grafica das superficies de nivel
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4.3.1 Exercicios

[1] Determine o dominio de cada uma das fungoes abaixo e represente-o graficamente:

(1) f@y) =+ (12) fey) = VP dn ()

—1
(18) fa.y) =In (a* — ) (14) () = o [
(1.5) f(x,y) = arccos(x — y) (1.6) f(z,y) = arcsec(% + y2>

[2] Determine o dominio; determine e trace as intersegoes do gréafico com os planos coor-

denados; determine e trace as curvas de nivel; e esboce o gréafico das fungoes:

(2.1) f(a,) = 16 — 2% — 3 (2.2) f(z,y) = 92* + 4y
(2.3) flz,y) = a2 (24) f(z,y) = 5 j fz
(2.5) f(z,y) =8 — 22 — 4y (2.6) f(z,y) = PRI
(2.7) f(z,y) = Va7 + 42

[3] Descreva as curvas/superficies de nivel da cada fungao:
(3.1) f(z,y) = e 4"V (3:2) F(x,y,2) = 2z + 3y + 62
(3.3) F(x,y,2) = 2% — y* + 2°
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