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Areas de figuras planas em coordenadas cartesianas

[1] Determine a area da regiao do plano limitada simultaneamente pelas seguintes curvas:
1)y=Inxz, x=2eo0eixoOxr (12)x=8+2y—9* y=1, y=3ex=0

14)y=2" y=20—a2*, r=0ex =2

1.6) y=|2> —4ley =2

9

1.8)y=—, y=9rey==x
x

1.10) z =9 —2ex =6 — >

(
(
(
(

Volumes por segoes planas paralelas

[2] Utilizando segoes planas paralelas, mostre que o volume de uma piramide quadrangular
a’h
reta, com altura h e base quadrada de lado a, é igual a =

[3] Utilizando integral de se¢oes planas paralelas, mostre que o volume do cone circular
7r?h
3

[4] Calcule o volume do sélido que tem para base um circulo cujo raio mede 3 u. c.

reto, de altura h e raio da base r, é igual a

e cujas secoes transversais a um diametro desta sao quadrados, todos contidos em um
mesmo semi-espago em relagao ao plano que a contem, e que tém como um dos lados

cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[5] Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao triangulos retangulos isdsceles, todos situados
em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e que tém como um dos

seus catetos cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[6] Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes

transversais a um diametro da mesma sao semi-elipses, todas situadas em um mesmo



semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas da
circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro e a medida do eixo maior igual ao
dobro da medida do eixo menor. (Considere a drea da elipse de semi-eixos maior e menor

a e b, respectivamente, igual a wab ).

[7] Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixos medindo
2 cm e 3 cm e cujas secoes transversais ao eixo maior sao triangulos eqiilateros, todos

situados em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem.

[8] Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e
menor a e b, respectivamente, e cujas secoes transversais ao eixo maior sao semi-circulos,
todos situados em um mesmo semi-espago em relacao ao plano que a contem, e tendo
para diametros cordas da elipse da base, perpendiculares ao eixo maior. (Observe que

esse volume é menor do que o volume do item anterior).

[9] Calcule uma expressao, em integrais, que represente o volume do sélido que tem para
base a regiao do plano limitada pela pardbola P : x = y> —learetar iz =y +1le
cujas segoes transversais ao eixo Oy sao triangulos retangulos isésceles, todos situados em
um mesmo semi-espaco em relagao ao plano que a contem, e tais que as hipotenusas tém

extremidades no contorno da base desse solido e sao perpendiculares ao eixo Oy.

Volumes de sélidos de revolugao

[10] Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo da regiao do plano limitada pelo
ei[ + e—l‘
2
[11] Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo da regiao do plano limitada pelo

grafico da fungao f(z) = ,comzx € [—1,1], e aretay = 0, em torno do eixo Ozx.

grafico da elipse E : 922 + y*> = 9 em torno do:

(11.1) Eixo maior (11.2) Eixo menor.

[12] Determine o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao compreendida entre o(s)

grafico(s) de:
(12.1) y = (z — 1)(x — 3)? e 0 eixo z, ao redor do eixo Oy
(12.2) y = Yz,x = 8 e 0 eixo x, ao redor do eixo Ox
(123) y=2y/r —ley=x—1, ao redor da reta z = 6

(12.4) z = (y — 2)* e y = x, ao redor da reta y = 1



(12.5) y = sen x, para 0 < z < 7, ao redor do eixo Ox

Centroéides de Regioes Planas em coordenadas cartesianas e o

Segundo Teorema do Pappos-Guldin

[13] Determine a posi¢ao do centréide das seguintes figuras e o volume do sélidos gerados

pela rotacao das mesmas em torno da reta indicada abaixo de cada figura:

Y

Yy
(13.1) . (13.2)
2
3 3 A
1
1
16
! 6
1
: 2
1
0 2 ’ o 2 s @
reta: y = 10 reta: v —y+4=0
4 (13.4)
(13.3) 5
Yy
1
| 1
2 |
|7
77 '
|
—-10 -8 0 8 10 x 1 2 3 x
reta: y —7=0 reta: x —4 =0

[14] Determine as coordenadas do centro de gravidade da regido plana especificada:

2 2
(14.1) Regiao no primeiro quadrante, delimitada pela elipse :% + % =1, (x>0, y>0)
a
2

(14.2) Area delimitada pela curva y = 4 — % e o eixo x

(14.3) Area delimitada pela parabola y? = az e pela reta = a.

15] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = 2% e y = —2% + 2.
) g Y Y



(15.1) Esboce R e calcule a sua érea.
(15.2) Calcule o centréide de R.

(15.3) A regido R é girado em torno da reta x = 2 formando um sélido D. Calcule o

volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.
[16] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = —2> -3z +6ex +y — 3 = 0.
(16.1) Esboce R e calcule a sua drea.
(16.2) Calcule o centréide de R.

(16.3) A regiao R é girado em torno da reta z+y—3 = 0 formando um sélido D. Calcule

o volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.

Comprimento de arco em coordenadas cartesianas e Areas de Superficies de

Revolugao
[17] Determinar o comprimento das curvas dadas em coordenadas retangulares:
1 3 1 1
(17.1) y =1n (1 — 2?) dexzz az=_. (17.2) y:Zx‘l—l—@dex:l axr=2.

(17.3) y =1 —In ( sen x) dex:%ax:g (174) (y—1)2=(z+1)*dez=0az=1.

1 1 1
(17.5)y:§<€$+6_z> dez=0az=1 (17.6)x:§y3+@dey:1ay:3.

[18] Calcule a drea da supeficie obtida pela rotagao da curva:

18.1)» =+J4-=x% ,—1 < 2 <1 ao redor do eixo Oz.

y=1a2% 1<z <2 ao redor do eixo Oy.

y=+z, 4<

(

(18.2)

(18.3) y =¢€", 0 < x <1 ao redor do eixo Ox.

(18.4) x <9 ao redor do eixo Oz.

(18.5) x = /4 — 42, 0 <y <1, ao redor do eixo Oy.

Curvas na forma paramétricas

[19] Esbogar os graficos das seguintes curvas paramétricas. Eliminando ¢ nas equagoes,

achar as equacgoes na forma cartesiana:

'{x:t2 '{x:t5—4t3 '{x:e% ( =/t
(19.1) { (19.2) { (19.3) 1 (19.4) { >0
Ly="1 Ly="1 Ly=1t"+2 Ly=



Derivadas de Fungoes dadas na forma paramétrica

[20] Calcule as expressoes das derivadas e os seus respectivos valores nos pontos dados:

' = sen t d
(20.1) , te [—Z,q, —y, no ponto p="
y= sen 2t 220 dx 6
6 d 12
(20.2) , 0<t <1, —y, no ponto de abscissa —
y = 62(1 + 12)~! dx 5t

d
(20.3) , t>0, —y, no ponto t =38
y=t+Int dx
d2
[21] Calcule Y hos seguintes casos:
dx? (
I r = sent L r=e!
(21.1)J te =27 (21.2)J
L ¥= sen2t 272 Ly:e:Slt
[22] Verifique se:
(
I x = sec (¢ d? d
(22.1) { Q ,te} —E,E[, satisfaz a equacao —:Z%—ey-—y =0
1 y=1In (cost) 2°2 dx dx
(
' x = arcsen(t d? d
(22.2) 1 ®) ,t € [—1,1], satisfaz a equacdo sen x - i Y—0

- yiz
ky:,/l_ﬂ dz? dx

[23] Determine uma equagao da reta tangente ao grafico da curva C, no ponto de abscissa

1
Ty = T sendo C, definida parametricamente pelas equagoes

, t€[0,m].

(
{' x = 2 cos 3t
Lyz?sen3t

[24] Determine as equagoes das retas tangentes e normal ao grafico da curva C', no ponto

com t = 1, sendo (', definida parametricamente pelas equagoes

{' r=1
1 y =1+ 2 arctg(t)



Areas de regioes planas dadas por fungoes na forma paramétrica

[25] Determine a drea limitada: A

Y
(25.1) pelo eixo Oz, z =1, x = e e a curva
(
~ . i Tr = ezt
de equagoes paramétricas {
Y= 2+t

(25.2) pelas curvas de equagoes * =2 e
{' r=1t"+1
LY= 3+ 2t
Y
b =1 —1
(25.3) pelo lago de curva {
1 Yy = t2 —1 X

(
(25.4) pelo lago de curva { 43 \—/\
(V=r-3




[26] Seja R a regiao do plano acima da reta y = 2 e abaixo do arco da cicldide de

equacoes

, t €[0,27]. Esboce R e calcule a sua area.

Comprimento do arco de uma funcao na forma paramétrica

[27] Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo:

( 1
' x=2cost '{x:f
(27.1) { 0<t<om (27.2) 1 t o 1<t<?
ky:2sent Ly:lnt
' 1= a cos 3t 'r:z::t—t2
(27.3){ 0<t<2m a>0 (27.4){ 0<t<1
ty:asen‘q’t Ly="0
{ t
' r=a(t— sent) I r=e'sent T
(27.5){ 0<t<or (27.6){ 0<t<—
ky:a(l—cost) Ly:etcost 2
(
P e =4t+ 3
[28] As equagdes { , dao a posigao (z,y) de uma particula no instante t.
y =2t

(

Determine a distancia percorrida pela particula durante o intervalo de tempo 0 <t < 5.

[29] Determine o comprimento de arco do lago de curva do exercicio (25.4).

Area de superficie de rotacéo

[30] Encontre a area da superficie obtida pela rotacdo da curva em torno do eixo indicado.

2
G047 "5 D=f=4 eixo Ox
¥ =2

x=cz|:053f,

30.2) 0=:el a4 20, eixo Ox
(
V= aseni 2
_ . f
X =& sani oo
(=020 == — emo Oy
y:é'fcosf, 2



Respostas

[— — 8ln Q}ua

[16\/_+24\/_ 64}

(L) P2 —1ua  (12) qu.a

! (1.4) |:1n2 ﬁu.a (1.5) {_43 + 2In Z}u.a u.a

114 i
(1 7) Du.a (1.8) 18ln 3 u.a (1.9) = U
l (1.10) 634u.a
4V =144uv [5V= 8373 6] V = 47;T3 7]V =16v3 cm®  [§] V = 2”;”2
9]V = /_1 (2+y4y) dy = i(l) u.v [10] V = (! —iéf —b u.v
[11] { 11.1) V=4ruv (11.2) V=127 uv
” r(121)&/_2?1” (12.2)&/_9;1” (12.3) vV = 227 Wy
12
i (124) V = 2;” wy o (125) V = % wv
{{ (13.1) ( : el .V = 2647u.v (13.2) (23 H .V =232y2nuw
23 1640 24 52
I\ (13.3) ( 15) ; V= g Tu (13.4) <20 — 3020 _ﬂ)> ; V=2r(14 — muw
14] { (14.1) ;‘;‘i,;ﬁ) (14.2) (()i (14.3) (35“ 0)
5] { (15.1) 4 = i wa (15.2) (z, §) = (0, 1) (15.3) V = 32” wy
[16] { (16.1) A 332 w.a (16.2) (z, §) = (—1 258> (16.3) V = 2561{”
( 21y 1 123 V2 -
{ (17.1) 1 <€>—§uc (17.2) —2 w.c (17.3) In ‘ ‘
L (17.4) 7(22@ —13V13) u.c (17.5) 216(6 —1)uc (17.6) 563 w.e
[18]

[ (18.1) 87ua  (18.2) %(m/ﬁ— 5vV5) wa
{I (18.3) mlev/1+e2 +1In (e +v1+e2) —vV2—1In (V2 +1)] ua

L (18.4) 7(37V/37 — 17V/17)/6 w.a  (18.5) 47 u.a

[19]



2_ .3
Y (181) y* == (18.2) 22 = y° — 8y* + 16y°

1
Y (18.3) y = g(ln r)® +1In o
Y
(18.4) y = 2
T
T

( (20.1) dy  2cos(2t) dy _2V3

; dr cos(t) T dxli=x 3

‘ dy 2 12 1 dy 4
[20] ¢ (20.2) I = [_p Parar=, temos t = 2 logo . s =3

0 W _ Lt 1 dy] 9
L Vdr t 14 (m/2)cos(%t) drli—s 8+ 4m
d?y 2 cos (2t). sen (t) — 4. sen (2t). cos (t) d*y 5

21 21.1) — = 21.2) —2 = 12¢™
[21] { (21.1) dx? cos 3(t) (21.2) dx? ¢
23] y = V32 + V3

( . x
24 {' Reta Tangente: y — (1 + 3) = 2(z — 1)

1
( Reta Normal: y — (1+5) = — §(x —1)
-1 2

[25] { (25.1) 2 . U na  (25.2) ?5 wa  (25.3) 185 wa  (25.4) 8\5/5 wa



26] (27 + 8) u.a

i{ (27.1) 47 u.c (27.2) V2 — \/_ ‘2 + \/_ u.c  (27.3) 6a u.c

2714

i\ (27.4) i u.c (27.5) 8a u.c (27.6) V2(e™? — 1) u.c

28] 10v/26 + 2In (5 +/26) u.c  [29] 4v/3 u.c
[30] (30.1) 8?”(1?(3”3 ~1) (0.2) gmz (30.3) %ﬁﬁ(zef +1)

10



